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Déf Soit (an )ne,µ une suite

denombresreils.fi?zan--lHE > 0 In. c- IN : th > no ⇒ Ian - l/ a- E.

Ex
.

Soit p e ① , p > 0
.

Considerons la suite ao --1
, a*=h-p.net/tlorsliman--O--limn-p--0

.

nooo n→ - Ian - l / IE

Dém : Soit E > 0
.

On cherchen.FI/V:V-nzn.lh-p-0/2-Ec--s.h-.pEE-
<⇒ Is he ⇐ > É, En (voir Exercise : Si 02 ✗ Ey ⇒ XMEymetxtmeytmv-mc.at)

pso

Sion choisit no = LE:/ +1 > ¥ ⇒ tnzno ⇒ n > ¥ <⇒

⇐ > t.GE#LpIfn-paEV-ns- no ⇒ pan
la definition

de la limit
,

limntp --0
Ian -01 LE n -•

p > o

⇒ limntp =D Vp > 0
En fait, la limikestzéro

new pour tout p
> 0 réd

.



Exercise V-x.ge/R:OLXEy--sxmsymetx'-msy'-mfmE/N--57-
Dém : (1) Soient ×, , ✗2,4,Y, c- IR : OLX , EY, , 0 < ✗a Eyz .

Alors y,
-H2O

,
Xz >0=>111×2-14×270

Caxiome de IR)
Anssi, y,

-✗220 et y, > 0 ⇒ YiYi
- ✗24>-0 .

Alers yiyz 7×2424×2 (Si 0<44, et o< xzcyz
(2) Si OCXEY ⇒ Xm Eym V-mc-Htparreceerrencei.me 1 ✗Ey Trai .

⇒ Yik >✗' ✗2) .

Supposition : ✗ " c- yh . Alers par (1), puisgue ✗ Ey ⇒ xntlayhti Trai
⇒parréuirrencexmcym

Knew?
(3) Sio < ✗Ey ⇒ ✗

En
Ey

'ñ
. Parcontraposée : Si y 'ñ < xtm fy¥m<(¥m⇐⇒y< ×

,

contradiction
.

⇒ × -1m ⇐ ytmv-mc-W.FI
Proposition lunicité de la limit) .

Soit can )neµ une suite denombresreilsetsupposonsqueac-IRetbc.IR
sont des limits de Can )

.

Alors a -_b
.

Dém : Soit E > 0 ⇒ puisgue
liman = a ⇒ 3- no c- IN: then

. .
/an - at c- Ez

h→ to

anssi
, puisquefi.zan-b-D-m.cl/V:V-n2Mo,lan-b1a-E-z)

Done V-hamaxlno.no) ⇒ la -61=1a- an+ an -81 Ela - an/ + Ian -61 e- EÉÉz=E
→

inégaliité triangulate
⇒ V-E > 0 ⇒ la -61£ E ⇒ a -8=0 ⇒ a=b ☒

Inégalité triangulate . : 1×+41<-1×1+1×1 t ✗HER

Dém : V-x.yc.IR on a : ✗ c- 1×1 et -✗ c- 1×1 ; y stylet -y £1M
Alers sixty > 0=>1×-1×1 __ ✗+ye 1×1+1×1; Sixty < 0=>1×+111 =

- X- y c- 1×1-+1×1 F
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.

an = 1- 1)
"

est divergent .
Parabsurde : supposonsqiilex.sk la limit 1ER de FD

"

soit E-- ¥ ⇒ 3- no C- IN : th > no ⇒ Ian - et s f-
Ask = 1

, Azn ,
= -1 Fk C- IN ⇒ tk :

2k > no
,

26+12 no
,

on a :

lazk - et = 11 - el EI, et Ianni -UH -1 - et Et
,

2 =/ e- 1+1-1 - e) I É1ÑÉ4+Éabmrde ⇒ an -1-11 "est divergent
☒k

Proposition .

Toute suite convergent est bornée .

Dém :
Soit b-man = l EIR et soit E=1 ⇒ 3-no c-IN : th > no

,

Ian -112.1
.

n →to

<⇒ l - l E an Elt 1 Hh ? no

soit S = { ao
,
a
. . - an. - , } ensemble fni ⇒ 3-max S .

mins

⇒ la suite Can ) est donnée par
min /mins

,

l- 1) etmaxlmaxs.lt 1)
.

☒,.
Ex . mins mais

i.
a#¢11K if

e- Y e ly

dans ce Gas
,
Min SE Ansett Ku c- IN

La reiiprogue de la Proposition est fansse : 1- 1)
"
= an est for née mais

divergent
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§2.3 . Operations algibngues sur les knifes .

Proposition Soienf (an )ef Ibn ) deux suites convergent .

liman -- a. bmbn=b
nooo nooo

Hors :

(1) km (an -1 bn ) = a -1-6
n→- Y voir [DZ § 2.33 ]

(2) him fan .
bn ) = a. b

how

131 lim (E) = % si link -- 6=10
hero

h -so

Remargues . (1) Si Lan + bn ) convergent ⇒ Soit (anletlbn ) convergent ,
soit faut et (G) divergent : Ex : an -- h

,

bn= - n ⇒ aa-ibn-OV-nc.IN

Si Ibn ) converge et (anion ) converge
⇒ alors an converge .

an -- ( anthon ) - bn converge par
P

cow cow rop (1) .

(2) Cas particulier : Si lim (an - bn) =D ⇒ Soit liman -- bmbn
he 00 n-to h -so

>

soit les suites lanlef (G) sont divergences .

an
-

- n -1¥, bn=n ⇒ an - bn=¥, II
an - bn = ¥ ¥0
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(3) V-pc-IR.si liman -- a ,

Alors him
pan =pa.

how h-3N

Supposons p > 0 .

Pour f- > 0 3- n
.
c- IN : fnzno⇒ fan - at a- § <⇒ -§ tan -a±§⇐ >

⇐ s - Ee pain
-

pase <⇒ Ipan
-

pale ⇒ fengpan --Pa .

(4) Soit (an - bn ) convergent .
⇒ Soit (a) et Ibn) convergent : an -

- ¥
, ,

bn -- ¥
,
⇒ anbn=¥y

⇒ Soit (an ) et Ibn ) divergent : an --1-15
,

bn -- 1- 1)
"

+¥, ⇒anbn=1+t¥
convergent .

⇒ Soit une com
,
une dir : an = (HH )

,

bn -- £+1 ⇒ anton -- 1- convergent .
dir

com.

Mais si limbn-bt-O.Alors@n1estconvergente.h
→ do

an = a"%÷
,

limbu -- b -1-0 ⇒ par Proposition (3) , (an ) converge
↳- liman --%÷m%nooo

(5) Si leman --0
,

odors la suite (at ) est divergent, sidle exist . "
h → 00

Dém : V-E >O F no EIN : tnzno : Ian -01 2- E⇐> Ian IEE <⇒ Han / ate

soit M > 0
.

On choisif E-- fy ⇒ than . . Kant >_E=M ⇒

⇒ (at ) n'est pas fornée ⇒ divergent . ☒
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Proposition .

Quotient de deux suites polynomials .
Xn=apnP+ . . 9in + ao

,

ai EIR
, 9p -1-0 ,p.ge/N*yn--bqh9+...tbihtbo,b;ElRbqt-0.

0
,

si pongAlors lim 1¥) =

{ ¥, , si p
-

-9
has A

divergent , si p > 9

D.in#--a:nn::.::::-:-.=nn:%¥•÷÷÷É¥¥-=÷÷
ti:÷=¥n.
→

=%g -1-0 para que Ap -1-0

% → 0 np→°→¥
Si
pig ⇒ f;z¥a¥%¥±

>0--0=>1;%¥=E%ñ¥ = 0

Sip -- q
⇒ ¥%n÷ -

- fist --1 ⇒ ¥%¥=k:%n÷÷?¥¥=%g
Sip > q ⇒ (nWo) est divergent puisquefi.mn#-g,--o0 9

⇒ ×y÷=n In ⇒ divergent , n'estpasbornie .

divergent
/
→¥+0 ☒
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Ex

-

eimssz-II.IE?---limn..nE%EEn:In-=n.-- 0.how

¥n→o 40--0
§ 2.4

.

Relation d.ordre
.

liman -_

a
,
bmbn --bProposition Soient Can ) et Ibn ) deux suits convergent

n→ n→
.

Supposons que 3-m . c- IN: Fn >Mo ⇒ an >_ bn
.

Alorsazb
.

Dém : Par contraposée . Supposons que b> a. Soit e > 0
, e=b¥ .

⇒ 3-no c- IN : a- E scene ate et b - E Elon E. lot E th > no

an bn

***uh ¥ l¥¥*H
a ate a-E lo

Hn > no ⇒ an ta-i-E-a-b-ya-aa-b-za-a-f-b-b-a-cb-b-ya-b-EC-bn-Vnzno.tn
⇒ th ? No

,
An < 8h

.

Alers pour tout nzmaxcno.no ) on a : an < bn
,
contradiction

avec la condition tnzm
.
⇒ an > bn

.

☒e
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'Théoréme de deux gendarmes pour les suites
Soient Can )

,

Ibn )
,
(a) trois suites tells que

G) him an = him Cn = f
h
,
soo hsoo

(2) 3- KEIN: that ⇒ an Elon Ecn

Alers him bn =L
.

n→oo

Dém
: Soit Eso ⇒ 3- no C- IN : kn > no

,

on a :

- E e an - l E E et - E e en - l c- E

yn ,k ⇒ ane , e.me , g. eL-n.lv
V-nzmaxlno.li ) ⇒ - EE an .es bn - l ± en - l EE

⇒
- E s bn - l s E V-nzmaxlno.li )

⇒ par
la definition , limbn =L Fh→N


